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1 Einleitung

Der Hautpsatz der Differential- und Integralrechnung bildet die Grundlage fiir die In-
tegration nicht nur in der Schulmathematik. Der Hauptsatz besagt anschaulich, dass
Integration und Ableitung zueinander inverse Operationen sind!. Dadurch kann viel
Wissen aus der Differentialrechnung auf die Integralrechnung tibertragen werden - wenn
man Ableiten kann, ist Integralrechnung eben , Riickwértsableiten®.

Verallgemeinerung fiir Lehrende: Liegt ein Operator O vor, der Elemente einer Menge
in eine zweite Menge abbildet, und gibt es eine Vermutung, dass ein zweiter Opera-
tor O~ der Umkehroperator zu O ist, so gelingt der Beweis der Vermutung mit zwei
Beweisschritten:

0007t =id (1)
0100 =1id (2)

Dabei ist id die identische Abbildung, d.h. die Hintereinanderausfiihrung der beiden
Operationen ergibt unabhdingig von der Reihenfolge wieder die Eingabe (im Fall des
Hauptsatzes durch der Ableitung ,,+c*). In der klassischen Theorie des Hauptsatzes
wird nur der Fall ,erst Integrieren, dann Ableiten“ betrachtet, da hier die Integrati-
onskonstante auch formal irrelevant ist. Praktisch werden aber beide Denkrichtungen

verwenden (eben mit ,+c“) und sind fir ein tieferes Verstdndnis der Zusammenhénge
auch hilfreich.

Mathematik treiben heifst, dasselbe immer wieder anders hinzuschreiben, so
lange bis man Reprdsentationen gefunden hat, aus deren Vergleich man neue
Einsichten gewinnt.

In der Schulmathematik bestehen diese Reprdsentationen nicht aus formalen
Ausdriicken, sondern aus gelungenen Visualisierungen.

!Diese Aussage ist leider nicht ganz richtig, da beim Ableiten eine Konstante verloren geht, die
durch die Integration nicht eindeutig rekonstruiert werden kann — das beriihmte +c beim unbestimmten
Integral. Diesen Aspekt muss eine Lehrkraft im Blick haben, er ist aber in keiner konkreten Rechnung
relevant.



Peter Stender Hauptsatz

Der Hauptsatz ist in der Universitdtsmathematik bewiesen, wobei viele formale Sum-
menausdriicke gepaart mit Grenzwerten hintereinander gereit werden. Fiir die einzelnen
Uberginge zwischen den Darstellungen werden vorher bewiesene Eigenschaften verwen-
det (Vertauschbarkeit von Grenzwerten, Existenz von Grenzwerten, Mittelwertsatz der
Integralrechnung, ...) fiir die wiederum Voraussetzungen erfiillt sein missen (Stetigkeit
bzw. Differentierbarkeit, Existenz von Grenzwerten — das Ganze geht nicht gut auf Q).
Diese Darstellung ist in der Universitatsmathematik unverzichtbar, da es hier darum
geht, ein zweifelsfrei korrektes konsistentes formales Gedankengebéude zu formulieren.

Im einem universitidren Beweis wird zweifelsfrei klar, dass die bewiesene Eigenschaft
gilt, die tiefe Einsicht, warum die Eigenschaft gilt, wird selten sichtbar. Dies muss je-
doch im Zentrum der Schulmathematik stehen, weshalb hier Visualisierungen der Zu-
sammenhéange zentral sind. Im Gegensatz zu den Anspriichen der Universitiat konnen in
der Schule technische Details in den Hintergrund treten: diese sind relevant fiir kiinfti-
ge Mathematikerinnen und Mathematiker, das ist aber nur ein Anteil von ca. 1% der
Schiilerschaft — fiir 99% der Schiilerschaft verstellen die technischen Details eher das
Versténdnis - man verliert sich in Kleinigkeiten. Daher wird hier ein priaformaler Beweis
mit visuellen Aspekten gezeigt, der aus formaler Sicht Liicken aufweist. Lehrkréfte soll-
ten speziell fiir potentiell kiinftige Mathematikerinnen und Mathematiker ergdnzende
Hinweise geben.

2 Beweis erster Teil

In diesem Teil wird zuerst eine Funktion f integriert und dann das Ergebnis abgeleitet.
Es wird gezeigt, dass dann f wieder entsteht.

Vorausgesetzt wird ein grundlegendes Verstéindnis von Ableitung und Integral sowie
in die zu zeigende Hypothese:

o Die Ableitung ist der Grenzwert des Differenzenquotienten. Hier gentigt ein an-
schaulicher Grenzwertbegriff.

« Eine mogliche Visualisierung des bestimmten Integrals ist der Flacheninhalt unter
einer Funktion zwischen zwei Grenzen.

o Bei der Integration entsteht die gesuchte Funktion mit x als oberer Integralgrenze
eines bestimmten Integrals.

Fiir den Beweis sind unterschiedliche Vorgehensweisen méglich. Man kann sowohl fiir
die Ableitung als auch fiir das Integral auf die Definitionen zuriickgehen:

f(z+Ax) — f(z)

/ T
fo) = fm, =% @
sowie )
o= , , b—a
F(b) = A}zlinoo igo fla+i-Az)-Ax wobei Az = - (4)
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Einfacher ist jedoch, bei der Hintereinanderausfithrung nur die zweite Operation mit
der Definition zu beschreiben und die zuerst angewendete Operation, also hier die In-
tegration, einfach formal hinzuschreiben und bekannte Eigenschaften des Integrals zu
nutzen. Hier benotigt man die Additivitdat bei disjunkten Integrationsintervallen. Zur
Vereinfachung wird als untere Integrationsgrenze a = 0 gewahlt, was keine Einschrén-
kung der Allgemeinheit darstellt (Universitat: ,0.B.d.A*), da das maximal einer seitli-
chen Verschiebung des Koordinatensystems entspricht.

Formal gilt:

F(z+Azx)—F(x)

Fz) = Jim Av (5)
TR ) — [ f(x)de
= Jm Az (6)
AT f(2)de
T 7 (7)

Zu zeigen ist nun, das dieser Grenzwert wieder f(x) ergibt. Dies wird in der Datei
Hauptsatzl.ggb visualisiert.

Abbildung 1: Visualisierung der Ausdriicke 6 und 7

Die blaue Flache in Abbildung 1 ist der Zahler aus Ausdruck 7. Die Breite der blau-
en Flache kann mit dem Schieberegler Ax variiert werden und so der Grenziibergang
visualisiert werden kann. Dabei entsteht ein immer schmalerer Streifen, der durch ein
Rechteck angendhert werden kann. Das Rechteck hat die Breite Az und eine Hohe zwi-
schen f(x+ Az) und f(z) also im Grenziibergang die Hohe f(x). Das Rechteck wird in
Abbildung 2 gezeigt.

Ersetzt man in Ausdruck 7 den Zihler durch das Produkt, dass die Rechteckfliche
liefert, kann man die Breite der Rechtecksfliche Az kiirzen und im Grenziibergang ent-
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Abbildung 2: Visualisierung mit Rechteck

steht der zu zeigende Wert f(z). Im universitaren Beweis wird dieser anschauliche Schritt
durch den Mittelwertsatz der Integralrechnung abgesichert. Dieser besagt, dass es zum
Integral ein flachengleiches Rechteck gibt mit einer Stelle a < £ < b und der Héhe f(€)
des Rechtecks, wenn der Integrand stetig ist. In dieser Veranschaulichung wurde statt
¢ der Mittelwert a und b verwendet. Da in der Schule praktisch nur stetige Funktionen
untersucht werden (Sprungstellen treten nur in Beispielen auf, die zeigen sollen, dass
es noch etwas anderes gibt), kénnen die formalen Voraussetzungen fiir 99% der Schiile-
rinnen und Schiiler vernachlissigt werden — zumal der Satz weitgehend auch bei vielen
Sprungstellen gilt, ernste Probleme gibt es erst, wenn die Menge der Sprungstellen Hau-
fungspunkte hat (dann benétigt man das Lesbeques-Integral) — nur der formale Beweis
wird wird mit Unstetigkeitsstellen technisch deutlich anspruchsvoller.

3 Beweis zweiter Teil

Der zweite Teil des Beweises basiert auf denselben unterrichtlichen Voraussetzungen
wie der erste Teil und der Ansatz ist analog: Man geht aus von der Ableitung f’ einer
Funktion f und es wird gezeigt, dass durch Integration wieder f entsteht. Ebenfalls ana-
log wird f” formal verwendet und die Integration iiber den Grenzwert der Summation
realisiert. Die Grenzwertberechnung gelingt wiederum auf Grundlage einer Visualisie-
rung in GeoGebra. Betrachtet wird wieder eine Funktion mit f(0) =0 und als untere
Integrationsgrenze wird a = 0 gewahlt.
Zu zeigen ist dann also dass (Summe gemafl Ausdruck 4)

b
= lim Z f( ) Az mit Az = - (8)

n—)oo

Als ersten Schritt muss die Bedeutung des Ausdrucks f’(z)- Ax verstanden werden, da
dieser Ausdruck aufsummiert wird. Dies geschieht in Hauptsatz2.ggb (,Einzelbeispiel®
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eingeblendet, ,11“ und ,12“ ausgeblendet, Abbildung 3). Die Funktion f hat an der Stelle
zp die Steigung f'(zp). Am Punkt (z,, f(xp)) wird ein Steigungsdreieck der Breite Az

angeheftet. Die Hohe des Steigungsdreiecks ist dann die zu verstehende Grofle Ay =
f'(x)- Az (an der Stelle xp). Dies lasst sich leicht nachpriifen indem man ﬁ—g = f'(x)
bestétigt. Fir unterrichtliche Zwecke kann x, mit dem Schieberegler variiert werden.

Ax = % wird tiber den Schieberegler n variiert.

Abbildung 3: Visualisierung des Ausdrucks f/(z)-Ax

Fir die Summe in Ausdruck 8 miissen also die Ay; von n Steigungsdreiecken sum-
miert werden. Diese werden in ,,11% gezeigt (,,11“ einblenden, , Einzelbeispiel“ ausblenden,
Abbildungen 4 und 5).

2l 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1 11 12 13 1)\ 1

Abbildung 4: Visualisierung n =5 mal f'(x;)- Az

Eine genaue Betrachtung der Abbildungen 4 und 5 liefert die folgenden Einsichten:
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% / o1 o2 03 o4 05 06 07 o8 0o 1 112 13 14\ 1

Abbildung 5: Visualisierung n = 10 mal f’(z;)- Az

e Die Dreiecke passen nicht so zueinander, dass die linke untere Ecke des néchs-
ten Dreiecks an die obere Ecke des vorangehenden Dreicks anschlielt. Fiir die zu
berechnende Summation sollten die Dreiecke ,,aneinander anschliefen®.

e Um den Wert f(b) zu rekonstruieren sind die Ay insgesamt zu groff. Die Dreiecks-
hohen ,stehen tiber*.

o Die genannten Unstimmigkeiten werden mit wachsendem n kleiner. Mit dem Schie-
beregler wird dieser Effekt in GeoGebra fiir grofiere n sehr deutlich. Eine Annéhe-
rung der Summe an f(b) wird gut sichtbar.

Das erste Problem wird durch eine weitere Visualisierung behoben (,,11“ ausblenden,
,12¢ einblenden, Abbildung 6 und 7). Jetzt stellen die Steigungsdreiecke die Summe der
Ay; = f'(i- Az) - Ax sinnvoll dar, da sie ,,aneinander anschlieBen“. Mit dem Schieberegler
fiir n wird deutlich, wie die Summe gegen f(b) konvergiert (Ubergang von Abbildung 6 zu
Abbildung 7). Dies ist die zentrale Idee der Integration, wie sie in dem Konzept ,,Von der
Anderungsrate zum Bestand“ angelegt ist: der Bestand f(b) wird durch Summation von
durchschnittlichen Anderungen Ay; = f/(i- Az)- Ax rekonstruiert und im Grenziibergang
exakt erreicht. An dieser Stelle wird auflerdem gut deutlich, dass Integrale nicht immer
Flacheninhalte sind: hier werden Strecken summiert!

Mit dem Schieberegler fiir b zeigt man, dass mit dieser Konstruktion die ganze Funk-
tion f rekonstruiert werden kann.
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Abbildung 6: Visualisierung n =5 mal f/(z;)- Az mit fiir die Summation richtiger Posi-
tion der Dreiecke
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Abbildung 7: Visualisierung n = 25 mal f’(z;)- Az mit fiir die Summation richtiger Po-
sition der Dreiecke

Mathematische Anmerkung: Die Rechnung und die Visualisierung entsprechen dem
einfachsten Verfahren zu nummerischen Losung von gewohnlichen Differentialgleichun-
gen: Die Kurve wird stiickweise durch Tangenten angenédhert (explizites Euler-Verfahren).
Das gut bekannte Problem dieses Naherungsverfahrens wird auch sichtbar: ,man fliegt
aus der Kurve®, das explizite Euler-Verfahren unterschétzt (bzw. ignoriert) die Kriim-
mung. Dafiir miisste man die zweite Ableitung heranziehen oder Zwischenwerte von f’
im Intervall Ax.



Peter Stender Hauptsatz

4 Die Rolle von ,,+c*

Die Rekonstruktion der Funktion f gelingt im vorigen Abschnitt nur, weil f(a) =0
gewahlt worden ist. Verschiebt man f mit dem Schieberegler ¢ in Richtung der y-Achse
(Abbildung 8), bewegt sich f, die Rekonstruktion von f mit den Dreiecken bleibt aber,
wo sie ist. Der Grund hierfiir ist gut bekannt: Die Ableitungen von f und f+ ¢ sind
identisch und beim Riickwéartsableiten kann das ,,c nicht rekonstruiert werden.
Abbildung 8 visualiert dabei auch, dass ¢ = f(a) sein muss - der ,Startwert® der
Integration. Dies ist auch formal gut an der klassische Darstellung fiir das bestimmte
Integral einzusehen (hier wird f integriert und nicht wie oben f’, daher entsteht F):

[ F@yie = F0) - (@) ©)

(10)

Abbildung 8: Visualisierung f(z)+c

Da beim Integrieren in der Regel nicht wie in Abschnitt 2 eine bereits bekannt Funk-
tion rekonstruiert wird, ist F'(a) nicht eindeutig bestimmt, dies wird durch tiblicherweise
ausgedriickt, indem ,,4c* an die berechnete Riickwértsableitung angefiigt wird.

Dieser Sachverhalt bedeutet aber auch, dass die Stammfunktion nicht eine Funkti-
on ist, sondern einen Funktionenschaar — zu jedem ¢ € R gibt es eine Funktion, die
Gleichung 9 erfiillt. Das wird sprachlich in der Schulmathematik oft nicht abgebildet.
Obwohl das ,,+c* eigentlich nur dazu dient, eine formal Darstellung zu erreichen, wird
der formale Kern dann nicht sachgerecht behandelt. Auflerhalb der Aufgabenstellung
yotammfunktion bestimmen® hat das ,+c“ keinerlei Relevanz, da alle Anwendungen
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der Integration letztlich Gleichung 9 verwenden: entweder werden bestimmte Integrale
berechnet oder Funktionen von der oberen Grenze bei gegebener unter Grenze. Letzteres
entspricht Gleichung 10.

Kann man auf das ,,+c* beim ,Stammfunktion bestimmen® verzichten?

Die Antwort hangt von der exakten Fragestellung ab. Hier gibt es drei Moglichkeiten:

1. Frage: Bestimmen Sie eine Stammfunktion zu f.
In diesem Fall diirfen Schiilerinnen und Schiiler selbst entscheiden, welche Stamm-
funktion sie angeben und kénnen dementsprechend die Funktion mit ¢ =0 wéhlen,
also kann das ,,+c“ entfallen.

2. Frage: Bestimmen Sie die Stammfunktion zu f.
In diesem Fall miissen Schiilerinnen und Schiiler korrekt antworten: Die Frage
ist falsch, da es unendlich viele Stammfunktionen gibt, kann die Stammfunktion
nicht angegeben werden. (Analog wére eine ,falsche Frage“: Bestimme die Losung
zu 22 = 4 mit r € R, fiir die es keine sinnvolle Antwort gibt).

3. Frage: Bestimmen Sie alle Stammfunktionen zu f.
In diesem Fall miissen Schiilerinnen und Schiiler die ganze Funktionenschaar an-
geben. Nach dem oben gesagten ist aber unklar, wofiir man alle Stammfunktionen
benotigt.

Zusammenfassend ist zu sagen, dass die inhaltliche Thematisierung des Sachverhal-
tes, dass beim Riickwartsableiten eine Konstante nicht eindeutig bestimmt werden kann,
sinnvoll und wichtig ist. Diese gelingt beispielsweise mit der oben verwendeten Visualisie-
rung. Ebenso muss thematisiert werden, dass dies bei der Bestimmung von bestimmten
Integralen irrelevant ist und in konkreten Rechnungen daher ignoriert werden kann. In
Ubungen zur Bestimmung von Stammfunktionen fragt man nach einer Stammfunktion
und vermeidet so die wiederholte, zeitraubende aber nutzlose Debatte, dass da ja noch
,+c fehlt.
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